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ベイズ統計においてはパラメータ θ = (θ1, ..., θd)を確率変数とみなして，デー
タXが与えられた下での事後密度 p(θ|x)を考える．g(θ)を正値関数とする. この
時 g(θ)のベイズ推定量は以下のような事後平均で与えられる:
E[g(θ)] =
∫
Θ
g(θ)pn(x|θ)π(θ)dθ∫
Θ
pn(x|θ)π(θ)dθ , (1)
ここで nはデータ数、pn(x|θ) はデータXの尤度、πは事前分布とする. しかし事
後平均は積分記号を含んでおり陽に表すことができないことが多いため，数値的
もしくは漸近的な手法で近似する必要がある．この時，漸近的な手法として知ら
れているのがLaplaceの方法である．Laplaceの方法にもいくつかのアプローチが
知られており，その中でも計算コストが最も少ないとされいるのはFully exponen-
tial Laplace approximationsである．これは h∗n(θ) = −n−1 log[g(θ)pn(x|θ)π(θ)]，
hn(θ) = −n−1 log[pn(x|θ)π(θ)]とおくことにより上記の (1)は
E[g(θ)] =
∫
Θ
exp{−nh∗n(θ)}dθ∫
Θ
exp{−nhn(θ)}dθ (2)
という形で表されることに着目する．θˆ
∗
, θˆをそれぞれ−h∗n, −hnの極大値とする．
ここでD1hn(θ) = ((∂/∂θ1)hn(θ), ..., (∂/∂θd)hn(θ))T、 D2hn(θ)を hnのヘシアン，
(∂3/∂θi∂θj∂θk)hn(θ) = hijk(θ)とする．さらに hijは [D2hn(θˆ)]−1の (i, j)要素を表
すものとする．この時，TierneyとKadane(1986)はE[g(θ)]に対して以下のよう
な漸近展開を与えた.
E[g(θ)] =
( |D2hn(θˆ)|
|D2h∗n(θˆ
∗
)|
)1/2
exp{−n[h∗n(θˆ
∗
)− hn(θˆ)]}
(
1 + O(n−2)
)
. (3)
しかし実際にこの近似を行うとき，−h∗nの厳密な極大値を求めるのが難しい場合
がある．本論文では厳密な極大値の代わりに漸近的な極大値を用いて Fully expo-
nential Laplace approximationsを導出し、またその漸近的なオーダーを評価した．
第 2章では、ある正則条件の下で漸近的なモードを用いた場合のラプラス近似を導
出した. 第 3章では、第 2章で導出したラプラス近似を (2)式に適用することによ
り、事後平均に対して 2種類の漸近展開を得た. 第 4章から第 6章までは、第 3章
で導出した近似を分布関数、MGF法 (Tierney, Kass and Kadane(1989))、予測分
布に適用した場合の考察について触れている. また第 7章では、第 3章から 6章ま
で導出した結果を、特定のモデルに当てはめた場合の例を示している. Appendix
では第 3章から 6章までの結果の証明を与えている. まず漸近的なモードの概念
を定義する.
定義 θˆが−hnのモードに収束し，かつD1hn(θˆ) = O(n−k) (k = 1、2) を満た
すとき，θˆは−hnに対するオーダー n−kの漸近的なモードであるという．
1
次に
∫
Θ
e−nhn(θ)dθに対する Laplace近似の妥当性を保証するための正則条件を
定義する. ここで ||a|| = (aTa)1/2とし、| · |は行列式を表すものとする. さらに
Bδ(θˆ) = {θ ∈ Θ : ||θ − θˆ|| < δ}とし、{θˆ} = {θˆ : n = 1, 2, ...}を漸近的なモードの
列とする. ここで ({hn(θ)}, {θˆ})に対して以下の条件を定義する:
(A1) {hn(θ) : n = 1, 2, ...}はΘに関して 6階連続微分可能な実関数列とする.
以下の条件を満たす正の数 、M、 ζと整数 n0が存在する: ある漸近的なモード
θˆに対して、 n ≥ n0の時
(A2) 積分
∫
Θ
e−nhn(θ)dθが存在;
(A3) 全ての θ ∈ B(θˆ)と全ての 1 ≤ j1, ..., jm ≤ d (m = 1, ..., 6)に対して、
||hn(θ)|| < M かつ ||∂mhn(θ)/∂θj1 · · ·∂θjm || < M ;
(A4) D2hn(θˆ)が正値定符号であり、|D2hn(θˆ)| > ζ ;
(A5) 0 < δ < となるような全ての δに対して、Bδ(θˆ) ⊆ Θ であり、
|nD2hn(θˆ)|1/2Cn(θˆ)−1
∫
Θ−Bδ(θˆ)
exp{−n[hn(θ)− hn(θˆ)]}dθ = O(n−2).
ここで Cn(θˆ) = exp{(n/2)D1hn(θˆ)T [D2hn(θˆ)]−1D1hn(θˆ)}. ある漸近的なモード θˆ
に対して (A1)-(A5)が成り立つとき、組 ({hn}, {θˆ})は the analytical assumptions
for the asymptotic-mode Laplace methodを満たすという. この条件 (A1)-(A5)は
Kass, Tierney and Kadane (1990)のものに類似している.
定理 1 θˆ は −hn に対して オーダー n−1 の漸近的なモードとする. また組
({hn(θ)},
{θˆ})は the analytical assumptions for the asymptotic-mode Laplace methodを満
たすものとする. そのとき、大きな nに対して,∫
Θ
e−nhn(θ)dθ = (2π)d/2|Σ|1/2e−nhn(θˆ)Cn(θˆ)
(
1 +
an
n
+ O(n−2)
)
, (4)
ここで b = −[D2hn(θˆ)]−1D1hn(θˆ) = (bi), Σ = n−1[D2hn(θˆ)]−1,
an = −1
2
∑
ijk
hijk(θˆ)(nbi)h
jk− 1
8
∑
ijkq
hijkq(θˆ)h
ijhkq +
1
72
∑
ijkqrs
hijk(θˆ)hqrs(θˆ)µijkqrsn
3
とする.　また µijkqrsは共分散行列 Σを持つ多変量正規分布の 6次の中心積率と
する. ここでE[g(θ)]に対して導出した漸近展開は以下の 2つである.
定理2 θˆは−hnに対するオーダーn−1の漸近的なモードとする．({h∗n(θ)}, {θˆ})
と ({hn(θ)}, {θˆ})は the analytical assumptions for the asymptotic-mode Laplace
2
method を満たすものとする. このとき
E[g(θ)] = g(θˆ)
(
|D2hn(θˆ)|
|D2h∗n(θˆ)|
)1/2
C∗n(θˆ)
Cn(θˆ)
×
(
1− 1
2n
∑
ijkq
hijk(θˆ)h
iqhjk
∂
∂θq
log g(θˆ) + O(n−2)
)
, (5)
ここで Cn(θˆ) = exp{(n/2)D1hn(θˆ)T [D2hn(θˆ)]−1D1hn(θˆ)}，
C∗n(θˆ) = exp{(n/2)D1h∗n(θˆ)T [D2h∗n(θˆ)]−1D1h∗n(θˆ)}.
この近似は hnの 3次導関数が必要になり計算コストがかかるが，事後分布の積
率母関数に対して自然な近似を与える．M(s) =
∫
exp{sTθ}p(θ|x)dθとおくと、
M(s) = exp
{
sT θˆ +
1
2
sTΣs
}(
1− 1
2n
∑
ijkq
hijk(θˆ)h
iqhiksq + O
s(n−2)
)
(6)
となる. ここで Σ = n−1[D2h(θˆ)]−1，Os(·) は sに依存する誤差項を意味する. 一
方で−h∗n, −hnをそれぞれ異なる漸近的なモードで展開することにより (3)を以下
のように一般化できる．
定理3 θˆを−hnの極大値とし，−h∗nの漸近的なモードとして θˆN = θˆ−[D2h∗(θˆ)]−1
×D1h∗(θˆ)とおく．({hn}, {θˆ})と ({h∗n}, {θˆN})は the analytical assumptions for the
asymptotic-mode Laplace method を満たすものとする.　このとき
E[g(θ)] =
( |D2hn(θˆ)|
|D2h∗n(θˆN)|
)1/2
C∗n(θˆN)exp{−n[h∗n(θˆN )− hn(θˆ)]} (7)
×
(
1 + O(n−2)
)
となる．ここでC∗n(θˆN) = exp{(n/2)D1h∗n(θˆN)T [D2h∗n(θˆN)]−1D1h∗n(θˆN)}．もし式
(7)において θˆN を−h∗nの厳密なモード θˆ
∗
に置き換えるとC∗n(θˆ
∗
) = 1となること
より (3)式と一致する．近似式 (7)をベータ事後分布の期待値に対して行ったとこ
ろ従来の Laplace近似より優れた値を得たが、漸近展開式は常に良好な近似を与
えるとは限らない. また (6)式を用いてエッジワース展開に類似した手法を用いる
と以下のような標準化された分布関数に対する漸近展開を得た.
Proposition Θ˜を事後分布 p(θ|x)に従う確率変数とする．hn(θ) = −n−1 log
p(x|θ)π(θ)とし，θˆを−hnのモードとする．さらにn(α0|0, 1)を標準正規密度とし，
Φ(α0)をその分布関数とする．このとき
P
(
Θ˜− θˆ√
1
nh′′(θˆ)
≤ α0
)
=Φ(α0) +
n(α0|0, 1)h′′′(θˆ)
2
√
n · h′′(θˆ)3/2 + O(n
−1), (8)
ここで h′ = dhn/dθ, h′′ = d2hn/dθ2, h′′′ = d3hn/dθ3.
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